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Bildungsgesetze der Kernsignale in Festkorpern bei Impulsexperimenten
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Free induction transient signals in nuclear magnetic resonance are calculated for solids extending
the method of LowE and NORBERG to several pulses. A general formula is given for the nmr signals
after 1, 2 and 3 pulses applicable to substances with spins 7 = 1/2. It contains 9 different types
of signals and in very compact form the dependences of the signal amplitudes on experimental
parameters — on the phases of the modulation, lengths and distances of the pulses and on the
deviation of the exact resonance. Earlier theoretical and experimental results are shown to be
included. The most important parts of the formula are checked by experiments.

The formula is a good approximation only near the maxima of the signals and must be extended
in order to describe the shape of the signals in detail.

Die kernmagnetischen Absorptionslinien von
Fliissigkeiten sind in einem homogenen Magnetfeld
in der Regel sehr schmal (etwa 10-3 Oe), da wegen
der schnellen, regellosen Bewegung der Molekiile
nahezu keine linienverbreiternden, substanzinneren
Felder vorhanden sind. Ist jedoch das angelegte
dullere Magnetfeld inhomogen, dann unterscheiden
sich die Larmor-Prazessionsfrequenzen der Kern-
spins an verschiedenen Probenorten und die Ab-
sorptionslinie wird ,,inhomogen verbreitert*‘. Beim
Impulsexperiment beschleunigt dies den Abfall der
transversalen Magnetisierung, was aber — da die
Inhomogenitét zeitlich konstant ist — durch einen
zweiten Impuls wieder riickgingig gemacht werden
kann (HarNsches Kernspinechoexperimentl).

In Festkorpern konnen sich die substanzinneren
Felder nicht oder nur teilweise ausmitteln, sie be-
stimmen daher Linienbreite (a~ 10 Oe) und Abfalls-
zeit des Signals nach einem Impuls. Wird das innere
Feld durch die dipolare Wechselwirkung der unter-
suchten Kernspins hervorgerufen, so dandert es sich
beim Einstrahlen eines zweiten Impulses, da sich
die Spins im &uBleren Feld umorientieren. Durch
geeignete Wahl der Versuchsparameter (z. B. der
Impulsldinge) kann aber auch hier das Experiment
so gefithrt werden, daf} ein Echo auftritt. Fir Im-
pulsabstidnde, die kleiner sind als die Signalabfalls-
zeit, 148t sich die dieses ,,Festkorperecho beschrei-
bende Rechnung vereinfachend so deuten, dafl wéih-

* Das Echo entsteht wie das bei ABRAGAM2 als race-track-
echo bezeichnete Signal.
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rend des zweiten Impulses die transversale Magneti-
sierung erhalten bleibt und das substanzinnere Feld
sein Vorzeichen gerade umkehrt. Der Signalabfall
durch die unterschiedlichen Prézessionsfrequenzen
ist dann beim doppelten Impulsabstand gerade
riickgingig gemacht *.

Obwohl die Signalabfille in Fliissigkeiten und
Festkorpern also durch Felder mit unterschiedlichen
Eigenschaften verursacht sind, lassen sich somit in
beiden Féllen Versuchsbedingungen finden, bei
denen nach dem zweiten Impuls ein Echo auftritt.
Dariiber hinaus wird gezeigt werden, daf} in Fest-
korpern mit einer einheitlichen Spinsorte I=1/2
auch bei beliebiger Impulszahl nur Signale auf-
treten, die aus Flissigkeitsuntersuchungen bereits
bekannt sind.

Weitere Signale konnen bei Substanzen mit Kern-
spins I >1/23:4,5 auftreten, doch soll hierauf nicht
eingegangen werden.

Das zeitliche Verhalten der transversalen Kern-
magnetisierung im Festkorper ist in iibersichtlicher
Weise durch Integration der Bewegungsgleichung
der Dichtematrix zu bestimmen. LowE und Nor-
BERG ® konnten damit den Signalabfall nach einem
Einzelimpuls weitgehend deuten. PowrLEs und
STRANGE? sowie MANSFIELD4 erweiterten diese
Rechnung auf 2 Impulse und konnten damit (fiir
zwei 90°-Impulse bei exakter Resonanz und einer
Phasenverschiebung der Impulsmodulationen um
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90°) das auftretende Festkorperecho quantentheo-
retisch berechnen. Echos nach speziellen Dreiimpuls-
folgen wurden in einer eigenen fritheren Arbeit 8
angegeben.

Die Signale ergeben sich dabei stets als Reihen-
entwicklungen nach den Impulsabstinden, deren
Glieder jedoch im allgemeinen sehr umstandlich zu
berechnen sind und nur fir einfachste Fille (z. B.
nur je 2 Kernspins sind durch dipolare Wechsel-
wirkung gekoppelt) bis zu beliebig hoher Ordnung
bestimmt wurden 4.

Weitere mogliche Berechnungsverfahren wie z. B.
die Integration der verallgemeinerten Blochschen
Gleichung? wurden m.W. noch nicht zur Berech-
nung der transversalen Magnetisierung nach Mehr-
impulsexperimenten angewandt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen Uber-
blick tiber die in Festkorpern mit einheitlicher Spin-
sorte I =1/2 moglichen Kernresonanzsignale zu er-
halten und zusammenfassend darzustellen.

Dazu wurden durch Verallgemeinerung der be-
kannten Rechnungen4: 678 Bildungsgesetze fiir die
Kernmagnetisierung nach 1, 2 und 3 Impulsen ab-
geleitet. Die notwendigen Reihenentwicklungen
wurden bis zu Gliedern quadratisch im Impuls-
abstand durchgefiihrt, was fiir die Bestimmung der
meisten Signaleigenschaften geniigt. Die Bildungs-
gesetze enthalten in geschlossener Form die — ins-
besondere fiir mefitechnische Anwendungen wich-
tigen — Abhéngigkeiten von den Versuchspara-
metern (Langen und Abstédnde der Impulse, Reso-
nanzabweichung und Phasen der Impulsmodula-
tionen) sowie als Spezialfille die bisher bekannten
Signale.

Die wichtigsten rechnerischen Ergebnisse werden
durch Kernresonanzmessungen belegt. Die Sub-
stanzen waren so ausgewéahlt, dall die longitudinalen
Relaxationszeiten bei den gewéhlten Temperaturen
einige Sekunden nicht iiberstiegen.

Auf einige meBtechnische Anwendungen der ab-
geleiteten Formeln wird hingewiesen.

1. Zur Berechnung der Kernsignale
in Festkorpern

Die Kernsignale in Proben mit einheitlicher
Kernspinsorte I=1/2 nach mehreren Impulsen
sollen wie bei den bisher bekannt gewordenen Rech-
nungen4 7:8 mit dem Verfahren von LowEt und
NoRBERGS bestimmt werden.

Der Hamilton-Operator H* laute in einem Ko-
ordinatensystem, das sich mit der Kreisfrequenz

wo= — y1H( gegeniiber dem raumfesten System der
Abb. 1 bewegt,
H*=H% 4+ HT  Hi* 1)
z

U

Abb. 1.
mit
HA= —71ﬁAHoIz=ﬁAa)0]z,
HIIZ.Z-aijlilj—‘I_biinszz
1>)
mit a; = — by = — }yi2R2r;;3(1 — 3 cos2fyy)
HY* = — y1h Hy(Izcos ¢ + Iysin¢),
|Ho | < |HY| < |H™[<[—y1hHoL| .

[wo = Prazessionskreisfrequenz der Kernspins bei
Resonanz; y; = gyromagnetisches Verhaltnis der
Kernspins; Hy = duleres Magnetfeld; H2 = Ope-
rator der Resonanzabweichung AHy= — Awo/y1;
H™ = sikularer Anteil der dipolaren Wechselwir-
kung der Kernspins; H1* = Operator des Hoch-
frequenzfelds Hi; I, I, I, = Komponenten des
Drehimpulsoperators; r;; = Abstand zwischen den
Spins 1, j; 0;; = Winkel zwischen r;; und Hy; ¢ =
Phase der Hi-Feldmodulation gegeniiber dem mit
o rotierenden Koordinatensystem. Weitere (z.B.
indirekte Spin-Spin-)Wechselwirkungen sowie die
rdumliche Inhomogenitit des Hy-Felds werden ver-
nachléssigt.]

Bei abgeschaltetem Hochfrequenzfeld ist fir den
Hamilton-Operator H*' = H* — H1* zu setzen.

Wichtige Voraussetzungen der Rechnung sind
neben den oben genannten:

1. Die nichtsikularen Glieder der dipolaren
Wechselwirkung seien vernachlassigbar (Van Vleck-
sche Naherung des starren Gitters10). Die Rechnung
andert sich nicht wesentlich, wenn bei schnellen sub-
stanzinneren Bewegungen die Ergebnisse nur vom
zeitlichen Mittelwert von H™ abhingenll.12. Die

9 B. RoBERTSON, Phys. Rev. 153, 391 [1967].

10 J. H. Vax VLECK, Phys. Rev. 74, 1168 [1948].

11 N. BLOEMBERGEN, Physica 16, 95 [1950].

12 E. R. ANDREW u. R. G. EADEs, Proc. Roy. Soc. London
A 218, 537 [1953].
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Spin-Gitter-Relaxationszeit 7'y mul jedoch so lang
sein, daB sich die Magnetisierung wihrend eines
Experiments nicht dndert.

2. Die Zeit zwischen 2 Experimenten muf} lang
sein verglichen mit 7’1, so daB sich der thermische
Gleichgewichtswert der Kernmagnetisierung ein-
stellen kann.

3. Das Ein- und Ausschalten des Hochfrequenz-
felds erfolge sprungartig, was beim Experiment
naherungsweise erfiillt ist.

sierung und dem Operator J =

4. Wihrend der Impulse soll bei groBen H;-Feld-
stirken (H1* > H'", H2) H* ~ H1* gesetzt werden
koénnen.

5. Die Impulsdauern 7, seien vernachlassigbar
kurz gegentiber den Zeiten t zwischen den Impulsen.

Fiir das in der Probenspule (Abb. 1) induzierte
Signal U nach »n kurzen Impulsen, die zu den Zeiten
0, 71,..., Tu—1 eingestrahlt werden, ergibt sich
dann 13 mit den Abkiirzungen o = y1AiH1 74 (= ,,Im-
pulslinge®) fir den Drehwinkel der Kernmagneti-

1(%) =exp{4(i/h) H'* 74} durch Verallgemeinerung bekannter Formeln4.7.8

auf beliebige Lingen und Modulationsphasen der Impulse sowie kleine Resonanzabweichungen:

C .
U(::a;::;i) = VSpIsz Sp(IxCOS(uot — Iysmwot) g

exp{(—i/k) H* tn} J(7) ... exp{(—i/h)

[ — yi2R2HoI(I+ 1) wof
3 kT

YH* 7.} J(E) I, TG

2y exp{(¢/h) H* 71} ... J-1(57) exp{(¢:/h)[H* T5}

(2)

, wobei f apparative Groen wie den Fiullfaktor der Nachweisspule etc. enthalt ;

n
T = absolute Temperatur; Beobachtungszeitpunkt ¢ = Z Tn)-
1

Zur Auswertung werden die Hilfsformeln verwendet:

) . I,cosdwot F Iysin dwgT
exp(;}: %HAI)ICXP(ZF %HAT> =| £ Izsindwot + Iycosdwot 3)
I,
exp (& & HV7) Iyexp(F 4 HUv) =14 7 [HY, L] — oy [HY, [HY, L] (4)
a b Fec
Ja@ LI = b d e |I (5)
+c Fe f

mit a = cos2 ¢ + sin? ¢ cos «,

d = sin2 ¢ + cos2 @ cos o,

Da wihrend des Impulses H™ vernachlissigt wurde,
kann GI. (5) auch als Losung der einfachen Bloch-
schen Gleichungenl4 (fiir I ist dann die Magneti-
sierung M zu setzen) abgeleitet werden13. Die Po-
tenzreihenglieder, die sich nach Gl. (4) bei der Aus-
wertung von Gl. (2) ergeben, lassen sich weitgehend
zu MacLaurin-Reihen der Form

2 Sp[HY, IJE]2

Fo~l+ 55 gpr,e

2

T

_ Y yu
21 72

13 G. S1EGLE, Dissertation, Stuttgart 1967.

14 A, LoscHE, Kerninduktion, Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin 1957.

15 S. CLoucH u. I. R. McDo~ALD, Proc. Phys. Soc. London
86, 833 [1965].

16 W. A. B. Evaxs u. J. G. PowLEs, Phys. Letters 24 A,
218 [1967].

b=singcosp(l —cosa),
e =cos @sina,

c=singsina,
f=cosa.

(ML= 2. Moment der Absorptionslinie des Kern-
spinsystems) zusammenfassen, die dann den im Ex-
periment auftretenden Signalanteilen entsprechen.*

Fiir eine Folge mit 3 Impulsen wurde Gl. (2) exakt
bis zu Gliedern quadratisch im Impulsabstand aus-
gewertet (Zeitplan vgl. Abb. 2).

Eine Rechnung bis zu Gliedern héherer Ordnung
ist fiir den gewiinschten Uberblick sowie die Unter-
suchung der grundséitzlichen Abhéingigkeiten der

17 M. LEEg, D. TsE, I. GoLDBERG u. L. J. LowEg, Phys. Rev.
158, 264 [1967].

* F(7) beschreibt die Signalform fiir groBe Zeiten 7 nicht
sehr gut, da die Reihe schlecht konvergiert, beziiglich
Untersuchungen und Verbesserungen des beschriebenen
Rechnungsverfahrens fiir das Signal nach einem ein-
zelnen Impuls, vgl.15-17,
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moglichen Signale von den Versuchsparametern
nicht sinnvoll, da dann viele Glieder auftreten, die
nicht in die Reihen F eingefiigt werden kénnen und
fiir die Signalamplituden in der Néhe ihrer Maxima
— wofiir wir uns hier interessieren — doch nur
kleine Korrekturen bewirken.

Zeit

t=0 ty t, t

Abb. 2. Zeitplan fiir die Einstrahlung der Impulse und
Definitionen der eingefiihrten Zeiten.

Die lingere, aber grundsitzlich einfache Rechnung ergibt

U (a, Oy ds) —

P1’ P2’ Ps

— (' cosay cosagsinag sin (wot + Adwo 73 + @3) F (13)
— CcosaysinagsinZug cos(wot + Adwo T3 + @3) sin(dwo 72 + Apeg) F (3 — T2)
— Ccosaysinag[cosZagcos (wot + AwoTs + @3) sin(dwg Ta + 4 @23)
+ cosagsin(wot + Adwo T3 + @3) cos(Adwo T2 + Agz3)] F (13 + 72)
— C'sino; cos g cos ag[cos oz cos ag cos (Awo Ta + Apes) sin(Awe 1 + Api2) cos(wot + Awo T3 — @3)
— cosagsin(dwo T2 + Apas) sin(Adwot1 + Apiz) sin(wot + Awo T3 + @3)
-+ cosagsin(dwo T2 + A(pza) cos(dwot1 + A(p]_z) cos(wot + Awo T3 — @3) (6)
+ cos (Awo T2 + A(pza) cos (Adwo 71 + A(plg) sin (wot + Awo T3 + @3)] F (t3 + 12 + 71)
— C'sinaysin2ogcos(wot + Awo T3 + @3) [cosZag cos(dwo T2 + Apas) sin(dwo 1 + Api2)
+ cosagsin (Awo T2 + Apas) cos Awg t1 + A@12)] F (13 — 12 — 71)
+ Csinoy sin2ag sin (Awo 71 + Ag12) [— cosZag cos(dwo T2 + Ages) cos(wot + Awo T3 + @3)
+ cosagsin (Awo 72 + Ages) sin (wot + Awo T3 + @3)] F (13 4 72 — 71)
— C'singy sinZagsin? og cos (wot + Awo T3 + @3) cos(Awo T2 + Apes) sin(dwo 1 + A@i2) F (13 — T2 + 1)
+ C/2 sino; sin ag sin aeg sin (wo t 4 Awo Tz + @3) cos (dwot1 + A(plg)

[(1 + cos2 g cos2 @z cos2 Awg T2) F (3 + T1) + (1 — cos2 @ cos2 p3zcos2 Awg 72) F (13 — 71)]

+Cti113K .

Das Ergebnis enthélt in geschlossener Form ins-
gesamt 9 verschiedene Signalanteile mit den ge-
suchten Abhédngigkeiten von den Versuchspara-
metern sowie als Spezialfille auch die Kernsignale
nach einem oder zwei Impulsen. Agy; = ¢; — ¢y,
K = komplizierte Funktion der o;, ¢; und Awo mit
den nicht in die Reihen F' einzufiigenden Gliedern.
Da K nur geringe Anderungen fiir die Amplituden
der verschiedenen Signalanteile bewirkt, wird es im
folgenden iibergangen.

2. Diskussion und Vergleich mit den Messungen

Gl. (6) enthélt die Festkorpersignale als Produkte
aus den Funktionen F fiir die Signalform und den
Amplitudenfaktoren. Erstere sind — abgesehen von
der unterschiedlichen Lage auf der Zeitachse — in
der vorliegenden Néherung gleich und durch die
Substanzdaten (in H!) bestimmt. Die Amplituden-
faktoren hingegen enthalten ausschlieBlich Ver-
suchsparameter — Resonanzabweichung, sowie
Lingen, Phasen und Abstédnde der Impulse — und

sollen im folgenden diskutiert und mit den experi-
mentellen Ergebnissen verglichen werden.

Die Messungen wurden mit einem Impulsspektro-
meter18 durchgefiihrt, das nach einigen Umbauten
gut fiir die Untersuchung von Festkorpersignalen
geeignet ist:

a) Arbeitsfrequenz wo/27 = 28 MHz, 90°-Impuls-
lange 1,2—3,5 us, Totzeit nach Ende eines Im-
pulses 3,8 us.

b) Impulsfolgen kénnen aus 6 unabhéngig in Lénge
und Abstand verstellbaren Impulsen sowie Im-
pulsgruppen von 30 und mehr gleichartigen Im-
pulsen zusammengestellt werden.

c) Die Phase ¢ der hochfrequenten Modulation
dreier Impulse (und der Gruppenimpulse) ist be-
ziiglich des kohédrent durchschwingenden Sen-
ders bzw. der Modulation der drei anderen Im-
pulse in der Nédhe von ¢a90° kontinuierlich
einstellbar.

d) Diezeitlichen Stabilitdten von Sendefrequenz und
Magnetfeldstéirke sind besser als 10-5.
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1. Kernsignal nach einem Impuls

Gl. (6) geht fiir 7o =713 =0, as =03 =2 = 3 =10°
iiber in das Signal nach einem Einzelimpuls

U(3) = — Csinasin[(wo + dwo)t + @] F(t). (7)
F(t) ist die von LowE und NORBERG® berechnete

Signalform. Die kleine Resonanzabweichung Awg
und die Phase ¢; des Hochfrequenzimpulses haben
also — in Ubereinstimmung mit den Experimenten
— bei alleiniger Beobachtung der niederfrequenten
Umbhiillenden von U(3!) keinen Einflu auf das
Signal.

2. Kernsignal nach 2 Impulsen

Gl. (6) reduziert sich fiir 13=0, ag=@p3=0° auf

U@, 3) = — Ccosarsinagsin (wot + Awo (t — t1) + @2) F (t — t2) (8)
— Csinay cosag[cosagsin (Awots + Agiz) cos(wot + Awo (t — t1) + @2)

+ cos(dwoty + Apiz) sin(wot + Awo(t — t1) + @2)] F (t)

— C'sina; sin2 g cos (wot + Aa)o(t —t) + (pz) sin(Awotl -+ A(plz)

a) Der erste Term in Gl. (8) beschreibt ein un-
mittelbar nach dem 2. Impuls auftretendes Signal.
Seine cosa;-sinag-Abhéngigkeit erlaubt die haufig
angewandte, sehr empfindliche Justierung des 1.Im-
pulses einer Doppelimpulsfolge in Festkorpern (und
Flissigkeiten) mit Signalabfallszeiten < 7'; auf den
Wert o; =90° durch Einstellen von Signalnull.

b) Dem zweiten Term in Gl. (8) entspricht ein
scheinbar seit ¢ = 0 abklingendes Signal. Es ist nach-
weisbar, wenn der 2. Impuls eingestrahlt wird, bevor
das Signal nach dem 1. Impuls vollig abgeklungen
ist.

Der Amplitudenfaktor ist grundsétzlich anders
aufgebaut als beim entsprechenden Flussigkeits-
signal [vgl. Gl. (10)]. Anstelle der cos?(«2/2)-Ab-
hangigkeit in Flissigkeiten, die unabhingig von
Awo und Agss ist, tritt eine gekoppelte Abhangig-
keit der Signalamplitude von Lénge und Phase des
2. Impulses und Resonanzabweichung auf. Beispiels-
weise gilt fir dwo=0, a3 = 90°

a) A(plz = 0° ,
b) Agi2 = 90°,

U ~ cosas,
U ~ cos2ug, 9)

was experimentell bestédtigt werden konnte (Abb. 3)*.
Eine Kontrolle von Gl. (9) ist nur indirekt moglich,
da sich fiur alle Werte ag+0°, 180°... das Fest-
korperecho tiberlagert, so dall dessen Amplitude
vom MeBwert substrahiert werden muf.

c¢) Der dritte Term in GI. (8) beschreibt das Fest-
korperecho. Die von PowLES, STRANGE und MANs-

18 G.J. KrUGER, Dissertation, Stuttgart 1961.

* Die zur Bestimmung der Kurven in Abb. 3, 4 und 5
verwendeten Substanzen enthalten z.T. neben den
untersuchten Protonen (I=1/2) weitere, nichtresonante
Spinsorten, was in diesen Fiéllen aber ohne Belang ist13,

F(t—2t).

|Amplitude]

m %

Abb. 3. Abhingigkeit der Amplitude des F (f)- Slgnalantells
von der Linge des 2. Impulses bei dwg = 0, a1 = 90°.

a) Theoretische Kurve fiir gleichphasig modulierte Impulse
Agpi2 = 0°; o MeBpunkte. — b) Theoretische Kurve fiir
Ap12 = 90°; o = MeBpunkte (NH4CI bei 25 °C, Impuls-

abstdnde 18 bzw. 21 us).

FIELD 4719 veroffentlichten Experimente und Rech-
nungen beschrinken sich auf die Spezialfille maxi-
maler oder verschwindender Echoamplitude (o,
ag = 90°, 180°; Agiz = 0° 90°) bei Resonanz
(Adwo = 0) und sind in Gl. (8) ebenso enthalten,
wie die in 8 fiir Ap12=0° oder 90° aufgestellten
Formeln. Der Faktor sin(dwoti+ Agi2) in Gl. (8)
beschreibt die gemessenen Abhingigkeiten der Echo-
amplitude von Resonanzabweichung und Phasen-
differenz der Impulsmodulationen.

«) Bei gleichphasiger Impulsmodulation und ge-
nauer Resonanzjustierung (4¢12 = 0°, Awo = 0) ver-
schwindet das Echo fir alle Impulsabstande?- 1920
19 J. G. PowLeEs u. P. MansrieLp, Phys. Letters 2, 58

[1962].
20 G. SIEGLE, Diplomarbeit, Stuttgart 1963.
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Abb. 4. Amplitude des Echos nach zwei 90°-Impulsen bei Variation von Adwy. — a) Impulsabstand t; = 15,5 + 0,5 us,

Phasendifferenz der Impulsmodulationen A2 = 0° (e) bzw. 90° (x). Zugehorige theoretische Kurven (gestrichelt bzw.

ausgezogen) gelten fir ¢; = 15,9 us (C11Hz4 bei —40°C). — b) Phasendifferenz Ap12 = 0°, Impulsabstinde t; = 40 + 2 us

(x) und #t; = 50 4 2 us (e). Die theoretischen Kurven (ausgezogen bzw. gestrichelt) gelten fir ¢; = 40,4 us bzw. 48,5 us
(NH4CI bei +45°C).

B) BeiAp1o=90°, Awo= 0ist die Echoamplitude
maximal? 19,20,

y) Aullerhalb Resonanz oszilliert die Echoampli-
tude bei monotoner Anderung von Awg (Impuls-
abstand ¢; = const) zwischen 0 und dem maximal
moglichen Wert, entsprechend bei Anderung von #;
(dann Awo = const). Da die Amplitude des Echos
mit wachsendem ¢; schnell auf Null abnimmt 13 20,21,
ist der 2. Fall nur bei geniigend grolen Werten Awy
nachweisbar®. Eine quantitative Uberpriifung zeigt
Abb. 4.

Die sin(Awot1 + Api2)-Abhingigkeit ermoglicht
meftechnische Anwendungen des Festkorperechos:
«) Resonanzjustierung

In ,,Resonanz‘‘ hat die Prézessionskreisfrequenz
der Kernspins den iiber die Probe gemittelten Wert
wo=—v1Hy (dwy=0).

Zur Einstellung wird héufig die in Gl. (7) ent-
haltene sin(wg + Awo)t-Abhéngigkeit des Kern-

21 P. MANSFIELD u. D. WARE, Phys. Letters 22, 133 [1966].

signals nach einem Einzelimpuls benitzt: Nach Zu-
mischung eines Hochfrequenzsignals (~ sin wy?)
konstanter Amplitude kann auf Schwebungsnull,
d.h. dwy = 0 eingestellt werden. Das Verfahren
bewihrt sich bei Signalabfallszeiten in der GroBen-
ordnung 1 ms gut und erlaubt dann Einstellgenauig-
keiten bis zu |AHo/Ho| = | Awo/wo| ~ 10-.

Bei schnellen Signalabfillen (<< 50 us) in Fest-
korpern sind Schwebungen aber nur bei relativ
grof3en Resonanzabweichungen festzustellen, so daf3
die erreichbare Genauigkeit auf ~5 - 10-4 abfallt.
Hier ermoglicht das Festkorperecho nach 2 gleich-
phasigen 90°-Impulsen eine erhebliche Verbesse-
rung:

Die Echoamplitude ist nach Gl. (8) fiir Agp;2=0°
proportional zu sinAdwgt;. Bei genauer Justierung
Awo=0 verschwindet demnach das Echo fiir alle
Impulsabsténde ¢;. Die erreichbare Genauigkeit ist
bei einem Signal-Rausch-Verhéiltnis von 40:1 (fiur
das Echo bei sin (dwot; 4+ Agpy2) = 1) und einem
Impulsabstand ¢; = 20 us besser als 10-5.
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f) Phasenjustierung

Die Echoamplitude ist fiir 4wo=0 proportional
zu sin Ag12, so daBl praktisch beliebige Werte 412
einstellbar sind. Die Genauigkeit der Justierung
Ap1z = 90° ist etwa -+ 5°.

Die neuartige sinZa2-Abhéngigkeit des Amplitu-
denfaktors (im Gegensatz dazu: sin?(«2/2) beim
Hanxschen Flussigkeitsecho) wurde ebenfalls ex-
perimentell bestatigt (Abb. 5).

1
o
3 ¥
= .
E X
.2 L)
8 <y
0s =
L)
L/
*/v
x
0 45° 90° 135° —» <, 180°

Abb. 5. Amplitude des Festkorperechos als Funktion der

Léange o des zweiten Impulses («; = 90°). — Ausgezogen:

Berechnete sinZos-Abhingigkeit. (x DPPH —80 °C,
e DPPH +30 °C, w NH4Cl +30°C).

3. Kernsignale nach 3 Impulsen

Die in Gl. (6) auftretenden Signalanteile F (¢),
F (t —t;) und das ,,virtuelle** Echo F (¢ — t2 + 1) sind
nach dem 3. Impuls praktisch abgeklungen und da-
her nicht zu beobachten.

Zur vereinfachten Diskussion der verbleibenden
6 Signalanteile wird der experimentell leicht zu ver-
wirklichende Spezialfall fehlender Resonanzabwei-
chung (4dwo=0) behandelt. Dabei treten im all-
gemeinen nach dem 3. Impuls noch alle 6 Signal-
anteile auf. Sie konnen jedoch bei geeigneter Wahl
der Versuchsparameter getrennt beobachtet werden,
da ihre Amplitudenfaktoren gliicklicherweise unter-
schiedlich sind.

Aus Gl. (6) sind leicht Bedingungen fiur Lingen
und Phasen der Impulse zu entnehmen, um die
Signalanteile einzeln mit moglichst grofler Ampli-
tude beobachten zu kénnen:

*Fir Impulsabstinde to — ¢, t; — 0 muB sich fir
a1 = o2 = ag = 90° natiirlich dasselbe Signal wie fir
a1 = 270° in Gl. (11) ergeben. Das hier vernachlassigte
virtuelle Echo F(t—ts + t1) geht in diesem Fall gerade
uber in die gesuchte Funktion F(t).

a2 a3 A1z Agas
F(t—ts) 180° 180° 90° beliebig beliebig
F(t— 2ts) 90° 180° 90° 90° oder 0° oder
0° 90°
F(t—2t) 90°  90° 180°  90°  0°oder
900
F(t—2t+t;) 180° 90° 90° beliebig  90°
F(t—2ts+2t) 90°  90°  90° 90° 0°
F(t—ta—t1) 90°  90°  90° 0° 90°

Tab. 1. Impulsprogramme zur getrennten Beobachtung der

Festkorpersignale nach 3 Impulsen bei Awo = 0. Alle

Zahlenwerte konnen auch um Vielfache von 180° ver-
groBert werden.

Es darf jedoch kein Signal auftreten, wenn z.B.
o1 = o2 =og = 90°, Ag1e = A(p23 ist*,

Die 6 verschiedenen Signale konnten mit Hilfe
obiger Tabelle nachgewiesen werden, experimentelle
Belege fur die 5 Echos zeigen die Abb. 6a—e.

Die Pfeile auf den Abbildungen geben die aus den
Bildungsgesetzen und den Impulsabstéinden berech-
neten Lagen der Echomaxima an, die mit den ge-
messenen gut tibereinstimmen**.

Die Impulsabstinde mufBiten ungleich gewéhlt
werden, damit die Echomaxima nach dem 3. Im-
puls liegen. Da die Echoamplituden z.T. unter-
schiedlich schnell bei wachsendem Impulsabstand
abnehmen (experimenteller Befund), sind die Echo-
amplituden in Abb. 6 verschieden.

Dem Echo an der Stelle t =t2 + t; entspricht das
,,stimulierte Echo* in Flissigkeiten. Seine in Gl. (6)
enthaltenen Amplitudenabhéingigkeiten von einer
Resonanzabweichung Awg (bei Ap1s = Apsg = 0°

sin2 Awg (t2 — t1) cos Awotq

bzw. bei A2 = 0°, Agpaz = 90°
cosZ Awg (ta — t1) cos Awgt1)

unterscheidet es von den anderen Echos. Sie wurden
daher experimentell besonders kontrolliert (Abb. 7).
Auch hier stimmt die rechnerisch ermittelte Ab-
hangigkeit im Rahmen der MeBgenauigkeit mit dem
experimentellen Ergebnis iiberein.

Insgesamt zeigt die Ubereinstimmung der Mes-
sungen mit den experimentellen Ergebnissen, daf3
die Amplitudenfaktoren der Gl. (6) die Abhéangig-
keiten der Signalhohen von den Versuchsparametern

** Es kann erwartet werden, daB die Ubereinstimmung
noch besser wird, wenn der EinfluB der beim Experiment
nicht vernachldssighar kurzen Impulsdauer beriick-
sichtigt wird13.
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a) F(t — 2t2). a7 = ag = 90°, a2 = 180°,
Agra = 0°, Agag = 90°.

d) F(t — 28 — 241). 01 — org = g = 90°,
A(pw = 900, A(p23 =0°.

b) F(t — 2¢1). a1 = a2 = 90°, ag = 180°,
11(;’12 = 900, 41(]723 =0°,

-p

c) F(t— 2t +t1). o3 = 180°, a9 = ag = 90°,
Agr2 = 0°, Agaz = 90°.

gut beschreiben. Uber in der vorliegenden Arbeit
nicht erwahnte Untersuchungen von Amplitude und
Form der Funktionen F selbst und den sich daraus

ergebenden meBtechnischen Anwendungen der

e) F(t—ta—t1). o = og = ag = 90°,
A(plg =0°, A(ng = 90°.

Abb. 6. Die 5 verschiedenen Festkorperechos nach 3 Impul-
sen. Die Pfeile geben die nach Gl. (6) erwarteten Lagen der
Echomaxima an. Die Impulse werden zu Beginn der dunk-
len Liicken in den Abbildungen eingestrahlt (Breite der
Liicke = Impulsdauer + Totzeit). 20 us

(CaSO4- 5H20 bei — 10 °C).

Festkorpersignale wird — ebenso wie tiber eine Er-
weiterung der vorliegenden Ergebnisse auf Sub-
stanzen mit einer zweiten, nichtresonanten Spin-
sorte S — mnoch berichtet werden.
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Abb. 7. Echoamplitude des stimulierten Echos im Festkorper nach drei 90°-Impulsen in Abhéngigkeit von der Resonanz-
abweichung Awg bei Impulsabstinden ta — ¢; = 3¢t; = 10,3 4+ 0,5 us. Phasen der Impulsmodulationen in a) Agi2 = 0°,

Apaz =

90°, in b) Ap12 = Apas. — Ausgezogen: Berechnete Abhéangigkeiten fiur to — t; = 4f; = 10,5 us, Amplituden-

anpassung nur in a) far 4wg = 0 (C11Hag bei —196°C).

3. Vergieidn mit Kernsignalen im inhomogenen
dufleren Magnetfeld

Die in Gl. (6) enthaltenen Abhéngigkeiten der Si-
gnalamplituden von den Versuchsparametern sowie
die Form der Signale sind durch den sidkularen An-
teil der dipolaren Wechselwirkung bestimmt. Das
substanzinnere Feld, das der Spin / durch diese bi-
lineare Kopplung am Ort seines Nachbarn j erzeugt,
ist u.a. von der Orientierung des Spins 7 im duBeren
Magnetfeld bestimmt und zeitlich nicht konstant
— die Orientierung dndert sich z. B. beim Einstrah-
len eines duBeren Hochfrequenzfelds.

Den Festkorpersignalen in Gl. (6) sollen nun die
bekannten Signale gegeniibergestellt werden, die bei
linearer Kopplung voneinander unabhangiger Ein-
zelspins /=1/2 an ein zeitlich konstantes, aber
rdumlich inhomogenes Magnetfeld moglich sind. Sie

sind aus den einfachen Blochschen Gleichungen 214
(fur 71, T9— oo, um einen Vergleich mit Gl. (6) zu
ermoglichen) oder auch aus Gl. (2) mit

H2(x) + HA

zu berechnen. (H2 (r) = Operator der Magnetfeld-
inhomogenitét, | H*'| < | H1*|).

Das Ergebnis fiir 3 Impulse zeigt Gl. (10), die als
Spezialfille auch die Signale nach 1 und 2 Impulsen
enthilt13. (Abkiirzungen definiert wie in Gl. (6),
G (1) = Signalform = Fourier-Transformierte der zu
Awo symmetrisch angenommenen Magnetfeldinho-
mogenitéit.) Die Signale lassen sich einfach in Flis-
sigkeiten nachweisen, wenn gilt 71,72 > Signal-
abfallszeit und Diffusion vernachlassigt werden
kann. Sie werden im folgenden daher abkiirzend als
Flussigkeitssignale bezeichnet.

H* =

U, 32, %) = — Csinay sin? (a2/2) sin? (a3/2) sin[wot + Awo (T3 + T2 + 71) + Apas + Ap12 + @s]

+ C'sina; cos2 (ag/2) sin2 (
(

+ C'sin oy sin? (a/2) cos?

X G(r3 4 12 + 71)

«3/2) sin[wot + Awo (13 + 12 — T1) + A2z — Ag12 + @3] G (T3 4 72 — 71)
ag/2) sin[wot + Awo(Ts — T2 — T1) —

Aoz — Ap12 + @3] G (13 — 72 — T1)

— C'sina;g cos? (xg/2) cos? (xg/2) sin[wot + Awo(ts — T2 + T1) — Apes + A@i2 + @3] G (T3 — T2 + T1)

(
— Ccos o sinag sin2 (ag/2) sin[wo t + Awo (T3 + T2) + A(pza + @3] G (13 + T2)

(10)

+ Ccosag sinag cos? (a3/2) sin[wot + Awo (T3 — T2) — Apes + @3] G (T3 — T2)
+ (C/2) sinoy sinag sinag {sin[wot + Awo (T3 + 71) + A@12 + @3] G (T3 + T1)

+ sin[wot + Awo (T3 — T1)

— A1z + @3] G(r3 — 71)}

— Ccosaycosagsinagsin[wot + Awo T3 + @3] G(13) -



100

Sieht man von Faktoren K ab, die bei Festkorpern
[Gl. (6)] die Form der Signalanteile verandern kon-
nen, so zeigt der Vergleich von Gl. (6) und GI. (10),
daB} sich im allgemeinen Fall nach 1, 2 und 3 Im-
pulsen fiir den Festkorper mit einheitlicher Kern-
spinsorte I =1/2 alle — aber keine zusitzlichen —
aus den Losungen der Blochschen Gleichungen be-
reits bekannten Signalanteile ergeben. Insbesondere
enthilt Gl. (6) alle auch in Flissigkeiten auftreten-
den Echos. Grundsitzliche Unterschiede bestehen
jedoch z.T. bei den verschiedenen Amplitudenfakto-
ren, d.h. bei der Abhéingigkeit der Signalamplituden
von den Versuchsparametern. Da sich in Fliissig-

R.LAUER

keiten alle Signale nach Folgen mit mehr als 3 Im-
pulsen rekursiv aus den nach 3 Impulsen vorhande-
nen ableiten lassen?2, sind fiir diese Falle auch in
Festkorpern keine, nicht bereits aus Losungen der
Blochschen Gleichungen bekannten Signale zu er-
warten.

Herrn Prof. Dr. H. O. KNESER danke ich fiir die Férde-
rung dieser Arbeit und kritische Durchsicht des Manu-
skripts, den Herren Dr. F. Noack und Dr. U. HAEBERLEN
far natzliche Hinweise und Diskussionen. Die Deutsche
Forschungsgemeinschaft unterstiitzte die Arbeit durch
Sachbeihilfen.

22 R. HAUSSER, Dissertation, Stuttgart 1964.

Ein einfaches Modell fiir Elektronenkanonen mit gekriimmter Kathodenoberfliche *

RoLF LAUER

Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt, Braunschweig)

(Z. Naturforsch. 23 a, 100—109 [1968] ; eingegangen am 6. Oktober 1967)

Das elektrische Feld in Elektronenkanonen mit Kugelkathoden wird in Kathodennihe durch
ein Zentralfeld, in der Nihe von Wehnelt- und Anodenblende als kurze Linsenfelder und zwischen
diesen beiden Blenden durch ein ebenes Feld dargestellt. Lage und GréBe des Brennflecks ergeben
sich bei diesem Modell als Funktionen von Kathodenradius, gegenseitigen Abstdnden der Elek-
troden und den Elektrodenpotentialen. — Erhoht man das Wehneltpotential, ausgehend vom
Sperrpotential, so liuft der Brennfleck aus der Elektronenkanone heraus durch den Anodenraum
ins Unendliche, springt dann in den Raum hinter der Kathode um und néhert sich ihr wieder. Der
Brennfleckradius ist proportional zum Abstand des Brennflecks von einer nahe bei der Kathoden-
kugel gelegenen Ebene und, fiir kleine Kathodenkugeln, proportional zum Kathodenradius.

L

Es ist bekannt, dall die von einer Elektronen-
kanone ausgesandten paraxialen Strahlen von einem
senkrecht auf der optischen Achse gelegenen klein-
sten Querschnitt, dem sogenannten Brennfleck, her-
zukommen scheinen. Durchmesser und Lage des
Brennflecks hédngen von der Geometrie und den
elektrischen Daten der Kanone ab. Da es sehr
schwierig ist, den Strahlengang in einem solchen
System exakt zu berechnen, ist man darauf ange-
wiesen, sich die Kenntnis uber die Brennfleckdaten
anhand von Modellen zu verschaffen.

Die einfachste Modellvorstellung geht von einer
ebenen Kathodenfliche aus!. Die Brennfleckgrofle
in diesem System ist unabhéngig von der Ausdeh-
nung des emittierenden Kathodenbereiches2. Im

* Auszugsweise vorgetragen am 2. 9. 1966 auf dem Sixth
International Congress for Electron Microscopy in
Kyoto; s. auch R. LAUER u. K.-J. HanszeN, Electron
Microscopy 1966, 6th Intern. Congr. for El. Microsc. Bd.
I, Tokyo 1966, S. 129.

Experiment werden dagegen meist gekriimmte
Kathodenfiichen, z. B. Haarnadel oder Spitzen-
kathoden verwendet, bei denen eine starke, bei
kleinsten Kathoden allerdings wegen experimentel-
ler Schwierigkeiten nicht mehr quantitativ erfal3-
bare Abhingigkeit der BrennfleckgroBle vom Ka-
thodenradius beobachtet wird. Das Modell mit
ebener Kathode stellt daher nur eine sehr schlechte
Néaherung fiur die in der Praxis vorkommenden
Systeme dar. Es soll im folgenden durch ein Modell
mit Kugelkathode ersetzt werden, mit dessen Hilfe
die Radiusabhingigkeit bis zu kleinsten Kathoden-
kugeln (Modell fiir die Spitzenkathode) rechnerisch
ermittelt werden kann. Auflerdem soll es den Ein-
fluBB des Wehnelt-Potentials auf Brennflecklage und
Brennfleckgrofle beschreiben.

1 Zum Beispiel: J. Dossg, Z. Phys. 115, 530 [1940].
2 W. GLASER, Grundlagen der Elektronenoptik, Wien
1952, S. 272ff.



